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Частина 3, додаток 1

«Елементи теорії ймовірностей та математичної статистики»

ІНФОРМАЦІЯ ДЛЯ ЗАПАМЯТОВУВАННЯ
Класичне означення ймовірності

Відношення числа m елементарних подій А, до загальної кількості n подій простору називається ймовірністю випадкової події А і позначається Р(А), тобто Р(А) = 
[image: image1.wmf]n

m

, де m – число подій, які сприяють події А; n – число подій простору елементарних подій (0
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m
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 n).

Ймовірність вірогідної події дорівнює 1, імовірність неможливої події дорівнює 0, а ймовірність Р(А) випадкової подій А задовольняє умову 0 < Р(А) < 1.
Приклад 1. Ймовірність того, що при киданні двох монет випаде два герби, дорівнює 
[image: image4.wmf]4

1

, бо простір елементарних подій такий: А1 – випали два герби; А2 – випали герб і число; А3 – випали число та герб; А4 – випали два числа, а шуканій події сприяє лише одна подія – А1.

Розглянемо приклади розв’язування задач

Задача 1. У скрині лежать 20 кульок, із яких 12 білих, решта – чорні. Виймають навмання 2 кульки. Яка ймовірність того, що вони будуть білі?

Розв’язання.
Загальна кількість елементарних подій випробування (вийнято 2 кульки) дорівнює числу способів, якими можна вийняти 2 кульки із 20, тобто числу комбінацій із 20 елементів по 2 (n=C
[image: image5.wmf]2

20

). Обчислимо кількість елементарних подій, які сприяють події «вийнято 2 білих кульки». Ця кількість дорівнює числу способів, якими можна вийняти 2 кульки із 12 білих, тобто числу комбінацій із 12 елементів по 2 ( m = C
[image: image6.wmf]2
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).
Отже, якщо подія А – «вийнято дві білі кульки», то Р(А) = 
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Відповідь:
[image: image12.wmf]95
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Задача 2. У скрині лежать 20 кульок, із яких 12 білих, решта – чорні. Виймають навмання 3 кульки. Яка ймовірність того, що серед вибраних 2 кульки будуть білі?
Розв’язання.
Загальна кількість елементарних подій випробування («вийнято 3 кульки») дорівнює n = C
[image: image13.wmf]3
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.

Обчислюємо кількість елементарних подій, які сприяють події «серед вибраних кульок 2 білі».
Дві білі кульки із 12 білих кульок можна вибрати способами С
[image: image14.wmf]2

12

, а 1 чорну кульку – 8 способами, тоді події «серед 3 вибраних кульок 2 білі» сприяють m = C
[image: image15.wmf]2
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 8 елементарних подій.

Отже, якщо подія А – «серед 3 вибраних кульок 2 білі», то Р(А) = 
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Відповідь: 
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Задача 3. У скрині лежать 15 червоних, 9 синіх і 6 зелених кульок, однакових на дотик. Виймають навмання 6 кульок. Яка ймовірність того, що вийнято: 1 зелену, 2 синіх і 3 червоних кульки?
Розв’язання.
У цій задачі випробування полягає в тому , що зі скрині виймають 6 кульок. Вийняти 6 кульок зі 15+9+6=30 кульок можна n = C
[image: image22.wmf]6
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 cпособами. Нас цікавить ймовірність події А – «вийнято 1 зелену, 2 синіх і 3 червоних кульки». Одну зелену кульку можна вийняти С
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 способами, 2 синіх кульки – С
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 способами, 3 червоних кульки – С
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 способами. Отже, події А сприяють m = C
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 елементарних подій. Тоді Р(А) = 
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Відповідь: 
[image: image32.wmf]145

24

.

Статистичне означення ймовірності

Нехай n – кількість усіх випробувань в окремій серії випробувань, а m – кількість тих випробувань, у яких відбувається подія А.

Статистичною ймовірністю події А називається границя, до якої наближається відносна частота 
[image: image33.wmf]n
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, події А при обмеженому збільшенні числа всіх випробувань, тобто Р(А) = 
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Операції над подіями

Сумою двох подій А і В (Рис. 1) називається подія С, що полягає у здійсненні під час одиничного випробування або події А, або події В, або обох подій А і В одночасно (позначається С = А+В, або С = А
[image: image36.wmf]È

В).

Подія А називається протилежною події А, якщо вона відбувається тоді і тільки тоді, коли подія А не відбувається.

Добутком двох подій А і В (Рис. 2) називається подія С, яка полягає в одночасному здійсненні обох подій А і В під час одиничного випробування (позначається С = А В, або С = А 
[image: image37.wmf]Ç

 В).
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Рис. 1


                                     С = А+В

Рис. 2
Теорема про ймовірність суми подій

Ймовірність суми двох подій А і В дорівнює сумі ймовірності цих подій. Якщо А В = Ø, то Р(А+В) = Р(А) + Р(В).

Приклад 2. Якщо спортсмен стріляє по мішені, яка розділена на дві частини, і ймовірність попадання в першу частину дорівнює 0,45 + 0,35 = 0,8.

Із теореми випливають наслідки.
Наслідок 1. Сума ймовірностей подій А1, А2,…Аn, які утворюють повну групу і попарно несумісні, дорівнює одиниці Р(А1) + P(A2) + … + P(An) = 1.

Наслідок 2. Сума ймовірностей протилежних подій дорівнює 1 Р(А) + Р(
[image: image39.wmf]A

) = 1.
Розглянемо приклади розв’язання задач

Приклад 3. У скрині лежать 2 чорних, 3 червоних, 9 зелених, 6 синіх кульок. Виймають навмання 1 кульку. Яка ймовірність того, що вона не чорна?
Розв’язання.
Нехай подія А – «поява нечорної кульки»; А1 – «поява чорної кульки»; А2 – «поява червоної кульки»; А3 – «поява зеленої кульки»; А4 – «поява синьої кульки». Тоді А = А2+А3+А4, причому А2, А3, А4 – несумісні, Р(А2) = 
[image: image40.wmf]20
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, Р(А3) = 
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, Р(А4) = 
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За теоремою ймовірності суми несумісних подій отримаємо:

Р(А) = Р(А2) + Р(А3) + Р(А4) = 
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Відповідь: 
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Приклад 4. У коробці є 20 деталей, із яких 15 – стандартні. Знайдіть ймовірність того, що серед 3 вибраних навмання деталей є хоча б 1 стандартна.
Розв’язання.
Подія А – «серед вибраних деталей є хоча б 1 стандартна», подія 
[image: image49.wmf]A

 – усі вибрані деталі не стандартні. Згідно з наслідком 2 маємо Р(А) + Р(
[image: image50.wmf]A

) = 1. Звідси Р(А) = 1- Р(
[image: image51.wmf]A

).

Знайдемо Р(
[image: image52.wmf]A

). Загальне число способів, якими можна вибрати 3 деталі із 20 деталей, дорівнює С
[image: image53.wmf]3
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. Число нестандартних деталей 20 – 15 = 5, із цього числа деталей можна m = C
[image: image54.wmf]3
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 способами вибрати 3 нестандартні деталі.

Отже, Р(
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Шукана ймовірність: Р(А) = 1 – Р(
[image: image61.wmf]A

) = 1 – 
[image: image62.wmf]114

1

=
[image: image63.wmf]114

113

.

Відповідь: 
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Теорема про ймовірність добутку подій

Дві події називаються незалежними, якщо ймовірність появи однієї з них не залежить від того, відбулася інша подія чи ні.

Ймовірність добутку двох незалежних подій А і В дорівнює добутку ймовірностей цих подій, тобто Р(А В) = Р(А) Р(В).

Якщо події А1, А2, А3, …Аn незалежні, то ймовірність здійснення принаймні однієї з них С може бути виражена через імовірність цих подій формулою Р(С) = 1 - (1 – Р(А1))
(1 – Р(А2)) … (1- Р(Аn)).
Розглянемо застосування цієї теореми до розв’язування задач.
Задача 4. Знайдіть ймовірність одночасного випадання герба на двох монетах при одному киданні двох монет.
Розв’язання.
Подія А – «випав герб на першій монеті», Р(А) = 
[image: image65.wmf]2
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Подія В – «випав герб на другій монеті», Р(В) =
[image: image66.wmf]2
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Оскільки події А і В незалежні, то Р(А В) = Р(А) Р(В) = 
[image: image67.wmf]2
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Відповідь: 
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Задача 5. Два мисливці стріляють одночасно і незалежно один від одного по мішені. Ймовірність влучень у мішень відповідно дорівнюють 0,7 і 0,8. Знайдіть ймовірність того, що обидва мисливці влучать у ціль.
Розв’язання.
Подія А – «перший мисливець влучив у ціль», Р(А) = 0,7.

Подія В – «другий мисливець влучив у ціль», Р(В) = 0,8.
Подія С = А В – «обидва мисливці влучили у ціль», тоді
Р(С) = Р(А В) = Р(А) Р(В) = 0,7 0,8 = 0,56.

Відповідь: 0,56.

Задача 6. Два мисливці стріляють одночасно і незалежно один від одного. Ймовірність влучення в ціль відповідно дорівнюють 0,7 і 0,8. Знайдіть імовірність того, що:
а) лише один із мисливців влучить у ціль;

б) жодний із мисливців не влучить у ціль;

в) хоча б один із мисливців влучить у ціль.
Розв’язання.
Подія А – «перший мисливець влучив у ціль», Р(А) = 0,7.

Подія В – «другий мисливець влучив у ціль», Р(В) = 0,8.

а) С = А 
[image: image71.wmf]B

 + 
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 В – «лише один із мисливців влучив у ціль», тоді Р(С) = Р(А 
[image: image73.wmf]B

) + Р(
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 В) = Р(А) Р(
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) + Р(
[image: image76.wmf]A

) Р(В) = 0,7 (1 –Р(В)) + (1 – Р(А)) 0,8 = 0,7 (1 – 0,8) + (1 - 0,7) 0,8 = 0,7 0,2 + 0,3 0,8 = 0,14 + 0,24 = 0,38;

б) D = 
[image: image77.wmf]A
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 – «жоден із мисливців не влучив у ціль», тоді Р(D) = P(
[image: image79.wmf]A
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) = P(
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) P(
[image: image82.wmf]B

) = (1 – P(A)) (1 – P(B)) = (1 – 0,7) (1 – 0,8) = 0,3 0,2 = 0,06;

в) F = 
[image: image83.wmf]D

 – «хоча б один із мисливців влучить у ціль»: P(F) = P(
[image: image84.wmf]D

) = 1 – P(D) = 1 – 0,06 = 0,94 (перший спосіб), F = A 
[image: image85.wmf]B

 + 
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 B + AB (другий спосіб), тоді P(F) = P(A) P(
[image: image87.wmf]B

) + P(
[image: image88.wmf]A

) P(B) + P(A) P(B) = 0,7 (1 – 0,8) + (1 – 0,7) 0,8 = 0,7 0,2 + 0,3 0,8 + 0,56 + 0,14 + 0,24 + 0,56 = 0,94.

Відповідь: а) 0,38; б) 0,06; в) 0,94.
Незалежні випробування. Схема Бернуллі

Взаємно незалежними називаються такі випробування, у яких імовірність результату кожного з них не залежить від того, які результати має чи матиме решта випробувань.

Багато задач у теорії ймовірностей зводяться до такої схеми, яка називається схемою Бернуллі: відбувається n незалежних випробувань, у кожному з яких подія А може настати чи не настати . Ймовірність того, що випадкова подія А в кожному випробуванні відбувається, однакова і дорівнює p, а ймовірність того, що не відбувається q = 1 – p. Треба знайти ймовірність Рm,n того, що подія А настане m разів у цих n випробуваннях. Шукану ймовірність можна обчислити за формулою Бернуллі Pm,n = C
[image: image89.wmf]m
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Приклад 5. Ймовірність того, що витрата електроенергії протягом доби не перевищує встановленої норми, дорівнює 0,75. Знайдіть імовірність того, що в найближчі 6 діб витрати електроенергії впродовж 4 діб не перевищують норми.
Розв’язання.
Ймовірність нормальної витрати електроенергії протягом 6 діб постійна і дорівнює p = 0,75.

Отже, імовірність перевитрати електроенергії в кожну добу також постійні і дорівнюють
q = 1 – p = 1 – 0,75 = 0,25.

Шукана ймовірність за формулою Бернуллі дорівнює P4,6 = C
[image: image91.wmf]4
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0,3.

Відповідь: 0,3.

Приклад 6. Яка ймовірність того, що при 10 киданнях грального кубика 3 очки випадатимуть рівно 2 рази?
Розв’язання.
У цій задачі n = 10, m = 2, p = 
[image: image95.wmf]6
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, q = 1 – 
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 і тоді P2,10 = C
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 EMBED Equation.3 [image: image103.wmf]»

0,29.
Відповідь: 0,29.
Закон великих чисел
Теорема Бернуллі. Якщо в ряді випробувань імовірність деякої події залишається для кожного випробування сталою і дорівнює p, то при достатньо великій кількості випробувань практично вірогідно, що частота 
[image: image104.wmf]n
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 появи події відрізняється від її ймовірності менше, ніж яке завгодно мале число 
[image: image105.wmf]e
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